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S. J. Bernau has introduced the notion of an exchange subspace of an&-space 
and has shown that the range of a contractive linear projection on an &space 
(1 Q p < 03, p # 2) is an exchange subspace. In the present paper we define 
this notion for real Banach lattices with order continuous norm and prove among 
other things that fixed spaces of special regular operators on these spaces are 
exchange subspaces. As application we give a Korovlrin theorem for sequences 
of contractions on real Banach lattices with an uniformly monotone norm. 
EINLEITUNG 
Es sei (X, 9Y’, p) ein MaBraum. In den Arbeiten Bernau-Lacey [7] und 
Tzafriri [19] wird gezeigt, daB fur 1 < p < 03 und p # 2 ein abgeschlossener 
linearer Unterraum M des Integrationsraumes Lp(X, 9Y, cl) (kurz Lo) genau 
dann Wertebereich einer kontrahierenden (linearen) Projektion auf Lp ist, wenn 
M isometrisch isomorph zu einem anderen L*-Raum ist. Fur endliches Mal3 
p und fur p = 1 ist die vorhergehende Charakterisierung der Wertebereiche 
kontrahierender Projektionen ein Ergebnis von Douglas [l l] und fur 1 < p < 00 
undp # 2 ein Ergebnis von Ando [l]. Die Arbeit Bernau [6] enthalt eine weitere 
interessante Charakterisierung, welche den AnstoB zu der vorliegenden Arbeit 
gab: 
Bernau [6], Theorem 3.2: Es sei 1 < p < cc und p # 2. Ein linearer Unter- 
raum von L* ist genau dann der Wertebereich einer kontrahierenden Projektion, 
wenn M ein abgeschlossener “exchange subspace” von Lp ist. 
In der vorliegenden Arbeit verallgemeinern wir fur Banachverblnde mit 
ordungsstetiger Norm den in Bernau [6] eingeftihrten Begriff “Austausch- 
Unterraum eines Raumes Lp”. Mit Hilfe dieses Begriffs zeigen wir, da0 einige 
wichtige Ergebnisse der vorher zitierten Arbeiten iiber kontrahierende Projek- 
tionen auf konkreten L”-Raumen sinngemti such fiir spezielle regulare 
Operatoren auf Banachverbanden mit ordnungsstetiger Norm, zu welchen 
die L”-Raume gehijren, gelten. So erhalten wir zum Beispiel das folgende 
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Ergebnis: Es sei E ein Banachverband mit ordnungsstetiger, streng monotoner 
Norm und T ein regularer Endomorphismus von E, dessen Absolutbetrag 
/ T 1 eine Kontraktion ist. Dann ist der Fixraum von T ein abgeschlossener 
Austausch-Gnterraum von E (vgl. Theorem 4). 
Als Anwendung bringen wir einen Korovkin-Satz fur lineare Kontraktionen 
auf Banachverbanden mit g1eichmaBig monotoner Norm. 
1. FIXRKUME REGUL~RER OPERATOREN 
Es sei E ein reller Banachverband.l Die Norm // . 11 auf E heiRt streng monoton, 
falls fur je zwei positive Elemente x und y aus E mit x < y stets /I x I/ < IIy // 
gilt. Den Banachraum der beschrankten Endomorphismen von E bezeichnen 
wir mit S(E), die identische Abbildung auf E mit I. Einen Operator T E S(E) 
nennt man regular, wenn er als Differenz zweier positiver Operatoren Ti E Z(E) 
(; = 1, 2) darstellb ar ist. Eine invertierbare Abbildung U E 9(E) heil3t Torsion, 
wenn I Ux / = / x / fur alle x E E ist (s. Lotz [13]). 
Es sei nun im folgenden E stets ein reller Banachverband mit ordnungsstetiger 
Norm,2 d.h. fur jede nach unten gerichtete Familie (x,),~~ in E mit 
inf(x, : ol E A} = 0 gilt inf{ I/ x, / 1: ol E A] = 0. Bekanntlich ist dann E ordnungs- 
vollstandig, und jedes abgeschlossene Idea1 in E ist ein Band. 1st (Fa),rea ein 
System von Bandern in E mit F,, n F,” = (0) fiir 01’ # a”, so 1aBt sich die 
Bandprojektion Q auf das von der Menge {UlrEa F,) erzeugte Band mit Hilfe 
der Bandprojektion Pa auf die Bander F, in der folgenden Form darstellen: 
Qx = 1 Pax 
@A 
fiir alle x E E, 
wobei die rechte Seite bedeutet, daB die Familie (Pa~)oroa im Sinne der Norm- 
konvergenz summierbar ist, d.h. zu jedem e > 0 gibt es eine endliche Teilmenge 
JE C A mit 
ljQx-;Paxl~ Ge 
fiir alle endlichen Teilmengen J C A, die J6 enthalten. Beispiele ftir Banach- 
verbande mit ordnungsstetiger Norm sind alle reflexiven Banachverbande und 
alle KB-Raume, also insbesondere alleP-Rgume fur 1 < p < 00. 
1st X ein kompakter Hausdorffraum, so bezeichnen wir mit C(X) den Banach- 
verband aller reellwertigen stetigen Funktionen auf X, versehen mit der 
Supremumsnorm und der kanonischen punktweisen Ordnung. Fiir die Funktion, 
die auf X den konstanten Wert 1 besitzt, schreiben wir ex . 
1 Beziiglich der hier nicht erkliirten Beg&Fe verweisen wir auf Schaefer [14]. 
s Fiir das Folgende siehe Ando [2] und Schaefer [14, Kap. II, 551. 
FIXFCkJME 149 
Es sei f eine Funktion .(genauer: ein Reprasentant einer Aquivalenzklasse) 
aus einem Integrationsraum Lo(X, g’, p) (1 <p < a). Dann versteht man 
bekanntlich unter der Signum-Funktion signf die folgende auf (X, 9’) meBbare 
Funktion: 
signf(t) := 1 fur f(t) > 0 
.- .- 0 fur f(t) = 0 
:= -1 fur f(t) < 0. 
Mit Hilfe der Signum-Funktion IaRt sich jeder Funktionf E Li’ durch punktweise 
Multiplikation ein Operator Sign, E 5?(L”) auf einfache Weise zuordnen: 
Sign, g : = sign f . g fiir alle g E Lo. 
Diese Identifizierung von signf mit dem Operator Sign, legt nahe, fur jedes 
Element x eines reellen Banachverbandes E mit ordnungsstetiger Norm auf 
folgende Weise einen Operator Sign, E Z(E) zu definieren: 
Fur x = 0 sei Sign, der Nulloperator auf E. Es sei nun x # 0 und El,, 
das von / x 1 erzeugte Hauptideal in E, also 
El,1 = {Z E E: 3n E N3 mit 1 z / < n j x I}. 
Dann ist die abgeschlossene Hiille El,, von El,/ ein abgeschlossenes Ideal und 
somit ein (abgeschlossenes) Band in E, und zwar ist & gleich dem von x 
erzeugten Hauptband in E, es gilt also ,??I,, = {~}l~.~ Die Bandprojektion auf 
dieses Hauptband bezeichnen wir im folgenden stets mit P, . 
Der Punkt 1 x / ist ein quasi-innerer Punkt von &I , falls wir dieses Band 
als einen eigenstandigen Banachverband betrachten. Nach Lotz [13, Satz 1.111 
existiert dann eine Torsion 0% E diP(&) mit 0% / x / = x. Der leichten Lesbar- 
keit wegen wollen wir kurz die Konstruktion von oZ angeben. Nach dem 
Darstellungssatz von Kakutani fur AM-R&me mit Einheit 1aBt sich das 
Hauptideal El,1 mit einem Banachverband C(X) identifizieren, wobei das 
Element 1 x I in die Einsfunktion e, und das Element x in eine Funktionf, mit 
Ifk =e, tibergeht (s. such Schaefer [14, Kap. II, $71). Die Abbildung 
V, : h --f% . h (Multiplikation mit der Funktionf,) ist eine Torsion auf C(X), 
welche fur die von E auf El,1 induzierte Norm eine Tsometrie ist. Da Eizl in 
El,/ dicht ist, la& sich VZ zu einer Torsion 0, auf El,, fortsetzen. Da V,e, = fZ 
ist, gilt 0% I x I = x. 
Nun sei per definitionem 
Sign, := oZ 0 P, und li,:=I--PP,$Sign,. 
3 Mit N bzw. iI bezeichnen wir die Menge der natiirlichen bzw. reellen Zahlen. 
* Fiir eine Menge B C E bedeutet W. das orthogonale Komplement van B in E. 
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Es gilt Sign, , U, E L?‘(E). Der Operator U, ist eine Torsion auf E. Ferner ist 
fiiralleyEEund 1 Sign,y 1 = ly j fiiralleyE&. 
Unter dem Zentrum eines Banachverbandes E versteht man die Menge 
aller Operatoren 2 E 3(E) mit der Eigenschaft, dal3 es eine natiirliche Zahl n, 
welche von 2 abhangen darf, gibt, so dal3 fur alle x E E die Beziehung 
1 2x 1 < n ! x / gilt. Es ist offensichtlich, da13 alle Signum-Operatoren Sign,, 
alle Bandprojektionen und alle Torsionen zum Zentrum von E gehiiren. Da 
das Zentrum kommutativ ist (s. Wils [S]), sind somit Signum-Operatoren und 
Bandprojektionen miteinander vertauschbar. 
Fur Integrationsraume L p hat Bernau den Begriff “Austausch-Unterraum” 
wie folgt eingefiihrt: 
Ein linearer Unterraum F von L” heiBt Austausch-Unterraum, falls 
(sign f) . / g / E F fiir alle f, g E F gilt. 
Mit Hilfe des Signum-Operators kijnnen wir nun diesen Begriff such auf 
abstrakte reelle Banachverbinde mit ordnungsstetiger Norm iibertragen. 
1. DEFINITION. Einen linearen Teilraum F eines reellen Banachverbandes 
mit ordnungsstetiger Norm nennen wir einen Austausch-Unterraum, falls er 
die folgende Eigenschaft besitzt: 
Fur alle x, y E F gilt Sign,(P,( / y I)) E F. 
Es ist klar, daB diese neue Definition in den Raumen LP mit der von Bernau 
gegebenen gleichwertig ist. 
Im nachsten Satz wollen wir zwei wichtige Eigenschaften von Austausch- 
Unterraumen angeben. Fiir Austausch-Unterriume von Lp ist die folgende 
Aussage 2.(a) in Bernau [6] bewiesen. 
2. SATZ. Es sei E ein reeller Banachverband mit ordnungsstetiger Norm, F 
ein Austausch-Unterraum von E und (x& ein maxim&s orthogonales System 
in F. Dunn gilt: 
(a) Fiir alle x, y E F ist P,(y) E F. 
(b) Ist F abgeschlossen, so stimmt das von F erzeugte Band mit dem von der 
Menge {xD1 : a E A} erxeugten Band &rein. 
Beweis. Zu (a): Sei x, y E F. Dann ist Sign,(P,(l y I)) E F. Mit den Elementen 
y und Sign,(P,(l y I)) erhalt man auf dieselbe Weise 
Skn,P,{I %n(PA Y l))lI) EF. 
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Nun gilt aber 
%s(P,(l %hWI Y MN 
= Skn,(P,(I PAY l)l>) 
= Skn,(PAPd I Y IN> 
= %n,(P#, I Y I)) = Sign, P4 Y I) 
= P,(%n, I y I) = ~h9. 
Es ist also P%(y) f F. 
Zu (b): Es ist zu zeigen: 
FL1 = {xa : a E A}l*. 
Die Inklusion {xol : OL E A}I’- CFLL ist trivial. Angenommen, es sei x EF, 
aber x$(x,: ~!EA) Il. Bezeichnet Q die Bandprojektion auf (z~ : OL E .>I-‘- 
und P, auf {,}I1 fiir alle OL E A, so gilt Qy = CaeA P, y fiir alle y E E. Aus 
x $ (x~ : 01 E .}I’- folgt x - Qx 4 {x0: : 01 E /I}ll. Da F abgeschlossen ist und 
fur alle x, aufgrund von (a) P,x E F ist, erhalten wir Qx E F und damit x - Qx E F. 
Nun ist 0 # (x - Qx) 1 x, fur all ol E A. Dies ist aber ein Widerspruch zur 
Maximalitat des Systems (xJZGEA . Aus F C (x~ : a E AIL1 folgt nun sofort such 
FL1 C {x~ : LY E A}Il, Q.E.D. 
Im folgenden benotigen wir in etwas abgeanderter Form ein Lemma tiber 
Operatoren auf C(X), welches in der Spektraltheorie positiver Operatoren von 
fundamentaler Bedeutung ist (s. Schaefer 114, Kap. V, 4.21). 1st Xein kompakter 
HausdorfIraum undf E C(X), so bezeichnen wir die lineare Abbildung g -+ f . g, 
welche durch Multiplikation mit f auf C(X) definiert ist, mit Mf . 
3. LEMMA. Es seien X und Y kompakte Hausdorfliiiume. Ferner seien T eine 
positive lineare Abbildung und S eine lineare Abbildung won C(X) nach C(Y) mit 
den Eigenschaften: 
(i) Te, = er . 
(ii) ISgl < T~g~fGraZZeg~C(X). 
(iii) Es gibt ein f E C(x) mit If I = e, und 1 Sf I = er . Dann be&t S 
die Darstellung 
S = it!+ TOM,+ 
Beweis. T ist beschrankt, und es gilt 11 T I/ = 1. Aufgrund von (ii) ist S 
beschrinkt und jl S I/ < 1. Es geniigt nun zu zeigen: 
Fur alley E Y gilt S’E~ = (Sf )( y) . (T o M,-l)’ cy .5 
6 Mit s’ bezeichnen wir den zu 5’ adjungierten Operator, mit 6” das Dirac-MaI an 
der Stelle y E Y. 
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Sei y E I-. Aus der Bedingung (ii) folgt / S’E~ 1 < T’Q . Es sei 21 := 
((Sf)(YY(S o J4)’ EY . Dann gilt v(eX) = 1 und /I z’ jj ,< 1. Dies bedeutet, 
V ist ein WahrscheinlichkeitsmaB. Da 1((@)(y))-l . (S o Mf)’ Q, I = 
I(S 0 Mj)’ cy 1 = 1 S’E~ 1 ist, erhalten wir v < T’Q , wobei such T’E~ ein 
WahrscheinlichkeitsmaB ist. Hieraus folgt aber ZI = T’ey . Es ist also 
(@f)(y))-l * (s 0 W)’ E?/ = T’Q , 
(s 0 W)’ G = W)(Y) T’Q und 
S’cy = (sf)(y)(T 0 n/r,-4’ E?/ , Q.E.D. 
Es seien F und G zwei lineare Unterraume eines reellen Banachverbandes E. 
Wir sagen, F ist torsionsisomorph zu G, fals eine Torsion U auf E existiert 
mit U(F) = G. Torsionsisomorphie impliziert offensichtlich Normisomorphie. 
1st T ein regularer Operator auf einem ordnungsvollstandigen Banachverband 
E, so existiert bekanntlich in Y(E) der Absolutbetrag j T / von T (s. Schaefer 
[14, Kap. IV, 1.21). Ferner gilt fiir alle x E E die Ungleichung j TX 1 < 1 T / / x I. 
Wir sind nun in der Lage, das Hauptergebnis dieses Abschnitts zu formulieren. 
4. THEOREM. Es sei E ein reeller Banachverband mit ordnungsstetiger Norm 
und T ein reguliirer Endomorphismus von Emit nichttrivialem Fixraum= F (F # (0)). 
Ferner sei die folgende Bedingung (8) erfiillt: 
(8) Esgibt keinpositives Element x in E, so daJ x < ! T j x ist. 
Dann gilt: 
(i) Der Fixraum F ist ein abgeschlossener Austausch-Unterraum von E. 
(ii) Die Operatoren T und 1 T I 1 assen das von F erxeugte Band B, invariant. 
Es existiert eine Torsion U auf E, so day sich die Einschrankung von T auf B, in 
der Form T = U o / T ~ o U-l darstellen la@. 
(iii) Der Fixraum F der Einschriinkung des Operators / T 1 auf B, ist ein 
abgeschlossener Vektorunterverband von E. Der Fixraum F ist torsionsisomorph 
zu dem abgeschlossenen Vektorunterverband 3. 
(iv) Enthalt der Fixraum F ein positives Element u, welches ein quasi-innerer 
Punkt des Bandes B, ist (d.h. B, = E%), so stimmt T auf B, mit 1 T 1 iiberein, 
und der Fixraum F ist ein abgeschlossener Vektorunterverband von E. 
Die Bedingung (8) ist z.B. erftillt, falls eine der beiden folgenden Bedingungen 
erfiillt ist: 
(a) Die Norm von E ist streng monoton, und der Operator j T 1 ist eine 
Kontraktion. 
(/I) Es gibt eine streng positive7 Linearform p auf E mit 1 T 1’ TV < CL. 
6 Fixraum F = {x E E: TX = x}. 
’ d.h. p(x) > 0 fiir alle 0 < x E E. 
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Beweis. Zu (i): Fixraume beschrankter Endomorphismen sind bekanntlich 
abgeschlossene lineare Unterraume. 
Sei nun xczE und ITlz=z. Dann gilt lz]=IlTlzj<lT(lxl. 
Aufgrund der Bedingung (&) folgt aus der vorhergehenden Ungleichung die 
Gleichung 1 z / = 1 T j I z 1. Der Fixraum von 1 T / ist also ein abgeschlossener 
Vektorunterverband von E. 
Es sei nun x, y EF und 0.B.d.A. x # 0. Aus x = TX folgt / x j = j TX / < 
I T / / x /. Aufgrund der Bedingung (&) gilt wieder 1 x I = I T / / x j. Es gehijren 
also I x / und 1 y 1 zum Fixraum von 1 T /. Die Bandprojektion PZ(l y I) von / y I 
auf das von x erzeugte Hauptband besitzt bekanntlich die Darstellung 
P,(I y I> = b+,& in+ I x I, I y 1). 
Damit erhalten wir 
l~l(~~(l~l))=~~l~l~~f~~I~l~l~l~ 
= k+& inf(n I 3 I, I y I) = PA y 1). 
Es ist also such I’,( I y I) aus dem Fixraum von j T 1. 
Aus I T I / x I = I x I ergibt sich, da13 1 T j und T das Hauptideal El,1 und 
das Hauptband El,, invariant lassen. Nun benutzen wir dieselbe Methode wie 
bei der Konstruktion des Signum-Operators. Wir identifizieren das Hauptideal 
El,, mit einem Banach verband C(X) (X kompakter Hausdorffraum), wobei 
1 x I in e, und x in fz E C(X) mit 1 fx j = e, iibergeht. FaRt man 1 T I und T 
als Endomorphismen von C(X) auf, so gilt: 
(1) I Tlex =ex, 
(2) I Tgl <I Tl IgIf~ralleg~C(X), 
(3) Tf,=f,,also/Tf,/=e,mit/f,I=e,. 
Nach Lemma 3 besitzt daher die Einschrankung von T auf El,1 (SC(X)) 
die Darstellung 
Wir betrachten nun die bei der Definition des Operators Sign, angegebene 
Torsion U, . Dann ist offensichtlich auf E 1~1 der Operator U, identisch mit 
Mf2. Es 1st sich also die Einschrankung von T auf El,1 in der Form 
T= U,oiTloU,-l 
darstellen. Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Darstellung von T such auf dem 
Hauptband El,, . 
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Auf El,, stimmt .?Jz mit Sign, iiberein. Es ist daher Sign,(P,(/ y I)) = 
U#‘,(I Y 0). Da I T I PA Y I) = Pz(l Y I) ist, gilt nun 
Es ist also F ein Austausch-Unterraum. 
Zu (ii): Es sei (x,),,~ ein maximales orthogonales System im Fixraum F. 
Die Existenz eines solchen Systems ist durch das Lemma von Zorn gesichert. 
Da F ein abgeschlossener Austausch-Unterraum ist, gilt nach Satz 2(b) die 
Identitat 
Ferner gilt {xu,}ll n {xa->” = (0) fur Q’ # (Y” und 
Es M3t sich daher die Bandprojektion P auf das Band B, in der Form 
Px = c P,,x fur alle x E E 
&A 
darstellen, wobei P=, die Bandprojektion auf das Hauptband {x~}‘-‘- (= &.J) 
ist. Es gilt also insbesondere die Identitat x = ‘&A P=,x ftir alle x E B, . Dtes 
bedeutet, die abgeschlossene Hiille der direkten Summe der Hauptbander 
(xa}ll ist gleich dem Band B, , also 
Nun identifizieren wir fur jedes 01 E A wie im Beweis zu Teil (i) das Hauptideal 
El,,1 mit einem Banachverband C(X,). Dann la& sich auf dem Hauptband 
{xm}lLI (= Efs,l) die EinschrSinkung von T mit Hilfe der Torsion Uz, in der Form 
T= U,aoITId,; (*I 
darstellen. Auf dem linearen Teilraum GaeA {x~}~~ definieren wir auf folgende 
Weise eine Abbildung f7: 
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Dann ist i7 offensichtlich ein Isomorphismus von GaoA {x~}‘~. Femer gilt 
Aus Stetigkeitsgriinden kann daher u zu einer Torsion auf dem Band B, fort- 
gesetzt werden, welche wir wieder mit 0 bezeichnen. 
Da / T 1 und T jedes Hauptband {xa}ll invariant lassen, gilt dies such fur 
das Band B, . Aus der Konstruktion von u und der Gleichung (*) geht sofort 
hervor, da0 sich die Einschrinkung von T auf BeEA {x,}~~ in der Form 
T = u o 1 T 1 o n-1 darstellen 1aBt. Da diese direkte Summe in B, dicht ist, 
gilt diese Darstellung such auf B, . Es sei nun U:=I- P+ BoP. Dann 
ist U eine Torsion auf E mit der in der Aussage (ii) angegebenen Eigenschaft. 
2% (iii): Wie im Beweis zu Teil (i) gezeigt worden ist, ist der Fixraum von 
1 T j ein abgeschlossener Vektorunterverband. Die Aussage (iii) ist nunmehr 
eine leichte Foigerung aus der Aussage (ii). 
Zu (iv): In diesem Fall ist die einpunktige Menge {u} ein maximales ortho- 
gonales System in F, und die Torsion U, ist die Identitat. Es ist also T auf 
B, identisch mit / T I. Der Rest ist klar. 
Zu (01): Angenommen, es sei 0 < x E E und x < I T I X. Dann fuhrt die 
Ungleichung 11 x/I < (1 1 T 1 x II < /I x /I zu einem Widerspruch. 
Zu (/3): Auch in diesem Fall fiihrt die Annahme 0 < x E E und x < j T j x 
iiber die Ungleichungen p(x) < ~(1 T 1 X) und ~(1 T 1 X) < p(x) zu einem 
Widerspruch. Q.E.D. 
Der folgende Satz zeigt, da8 die (linearen) Kontraktionen auf L1-Rtiumen 
ein schiines Anwendungsbeispiel fur Theorem 4 sind. 
5. SATZ. Es sei E ein abstrakter L-Raum (kurz AL-Raum) und T eine lineare 
Kontraktion auf E mit nichttrivialem Fixraum F. Dann gelten die Aussagen (i)-(iv) 
won Theorem 4. 
Beweis. Jeder AL-Raum ist ein Banachverband mit streng monotoner und 
ordnungsstetiger Norm. Jedes T E S(E) ist regular. Femer gilt 11 T II = I/ I T I /I. 
Es ist also die Bedingung (a) von Theorem 4 erftillt. Q.E.D. 
Bemerkung. Jeder echte abgeschlossene Vektorunterverband eines A& 
Raumes E ist Wertebereich einer kontrahierenden positiven Projektion auf E 
(s. Schaefer [14, Kap. III, 11.41). D a nun der Fixraum einer Kontraktion auf 
einem AL-Raum torsionsisomorph zu einem abgeschlossenen Vektorunter- 
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verband ist, ist er, wie leicht einzusehen ist, such Wertebereich einer kontra- 
hierenden Projektion. 
2. EIN KOROVKIN-SATZ 
Es sei E ein reeller Banachverband und (Tn) eine Folge in s(E). Die Menge 
9?( T,) : = {x E E: limn-,ca T,x = x} nennt man die Konvergenzmenge der 
Folge (T,). 1st die Folge (T,) gleichstetig, so ist V(T%) bekanntlich ein 
abgeschlossener linearer Unterraum von E. 
Man sagt, die Norm eines reellen Banachverbandes E ist gleichmtil3ig 
monotons, wenn gilt: Zu jedem E > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB gilt: 
x, YEE, x30, y>O, ljx]l = 1 und llx+yll <IAS 
impliziert 11 y  Ij < E. 
Es ist bekannt, dal3 ein reeller Banachverband E genau dann eine gleichmaDig 
monotone Norm besitzt, wenn gilt: 
Fur jedes Paar von Folgen (xn) und (m) in E mit 0 < x, < yn und 
lim,,, 11 x, ]I = lim,,, Ij yn // < 00 ist lim,,, 11 x, - yn ]I = 0. Jede gleich- 
maDig monotone Norm ist ordnungsstetig. Beispiele fur Banachverbande mit 
gleichmaBig monotoner Norm sind alle L”-Raume (1 < p < co), einige 
Lorentz- und Orlicz-R&me. 
In Berens-Lorentz [3] wird gezeigt, daB die Konvergenzmengen von Folgen 
positiver linearer Kontraktionen auf Banachverbiinden mit gleichmiaig mono- 
toner Norm stets abgeschlossene Vektorunterverbande sind. In Bernau [6] 
wird bewiesen, daR in den Integrationsraumen L” (1 < p < CO, p f  2) die 
Konvergenzmengen von Folgen linearer Kontraktionen abgeschlossene 
Austausch-Unterraume sind. Fiir den Raum Ll[O, I] gelang es Berens-Lorentz, 
das entsprechende Ergebnis in der Arbeit [5] zu beweisen. Die Frage, ob Schatten 
Wertebereiche kontrahierender Projektionen sind, ist in Wulbert [21] mit 
Hilfe eines Ergodensatzes auf interessante Weise gel&t worden. 
Im folgenden wollen wir zeigen, daB in Banachverbgnden mit gleichmal3ig 
monotoner Norm die Konvergenzmengen von Folgen spezieller regularer 
Kontraktionen abgeschlossene Austausch-Unterraume sind.g Wir benutzen 
dabei die vom Autor in [16] und [17] angewandte Methode, bei der Konvergenz- 
probleme auf stationare Probleme zuriickgefiihrt werden (s. insbesondere [17]). 
Es sei E ein reeller Banachverband, m(E) die Menge aller beschrankten 
s Siehe Birkhoff [9, Kap. XV, 5141 und Berens-Lorentz [5]. 
9 Im Hinblick auf Korovkin-Sgtze, die wie der klassische Satz von Korovkin auf der 
eindeutigen Fortsetzbarkeit von Linearformen beruhen, mijchten wir den Leser auf die 
Arbeiten Scheffold [16-181 hinweisen. 
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Folgen in E und c,,(E) die Menge aller Nullfolgen in E. Definiert man in m(E) 
wie iiblich koordinatenweise die Vektorraum- und Verbandsoperationen und 
fiihrt man auf m(E) die Supremumsnorm II(x := sup,& x, II} ein, so wird 
m(E) zu einem reellen Banachverband. Die Menge c,,(E) ist dam-r ein 
abgeschlossenes Vektorverbandsideal in m(E). Es ist daher der Quotientenraum 
m(E)/c,(E) mit der Quotientennorm und der kanonischen Ordnung ein Banach- 
verband, den wir mit l? bezeichnen. Durch die kanonische Abbildung @: E -+ .I? 
mit x - (x, x, x,...) + c,(E) (x E E) wird E norm- und verbandsisomorph 
in E eingebettet (s. Schaefer [14, Kap. V, $11). 
Es seien E und F zwei reelle Banachverbande. Einer gleichstetigen Folge 
(T,) in dem Banachraum 5?(E, F) der beschrinkten linearen Abbildungen 
von E nach F ordnen wir durch die folgende Festsetzung einen Operator 
&E(E,i+) zu: p(x) := (T,x) + c,,(F) fur alle x E E. Ferner sei fur 
jeden Operator UE Z(E) der Operator l?‘~ 9(B) wie folgt definiert: 
o((xJ + c,(E)) := (Ux,) + c,(E) fur alle (x,J + c,(E) E 8. 
Das nachste Lemma, dessen Beweis trivial ist, ermiiglicht es, unser 
Konvergenzproblem als ein stationares Problem zu betrachten. 
6. LEMMA. Es sei E ein reeller Banachverband, (TJ eine gleichstetige Folge 
in L.?(E) und x E E. Es gilt genau dann lim,,, T,x = x, wenn TX = Cpx ist. 
7. LEMMA. Es sei E ein reeller Banachverband mit glei2hmtiJig monotoner 
Norm und (T,J eine Folge reguliir~ Kontraktionen auf E, deren Absolutbetriige 
j T, I such Kontraktionen sind. Danngilt 
I x I E %(I T,, I) fiir aZZe x E V( T,). 
Bezueis. Der Beweis verliiuft ahnlich wie der Beweis von Berens-Lorentz 
[5, Theorem 11. 
Sei x E U( T,). Zunachst gilt I x I - I T,x I < I x - T,,x I. Aus I x I < 
IT,xI+Ix-TT,xI folgt dann IxI<lT,IIxI+Ix-TT,xj. Da 
x = lim,,, T,x und /I 1 T, I ]I = 1 fur alle n ist, ergibt sich aus der vorher- 
gehenden Ungleichung die Beziehung limnem II I T,, I j x I + 1 x - T,x I 11 = 
1) I x ) JJ. Aus der gleichmaf3igen Monotonie der Norm folgt nun 
b-2 II I T, I I x I - I x I + I x - Tnx I ll = 0. 
Da limnem T,x = x ist, erhalten wir 
‘,=I Tnl /xl = 1x1, Q.E.D. 
Da positive Kontraktionen mit ihrem Absolutbetrag iibereinstimmen, folgt 
aus dem vorhergehenden Lemma das schon erwiihnte Ergebnis von Berens- 
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Lorentz iiber die Konvergenzmengen positiver Kontraktionen auf Banach- 
verbanden mit gleichmaBig monotoner Norm. 
Der angektindigte Korovkin-Satz lautet nun: 
8. THEOREM. Es sei E ein reeller Banachverband nit gleichm@ig monotoner 
Norm. Ferner sei (S,) eine Folge reguiiirer linearer Kontraktionen auf E, deren 
Absolutbetriige 1 S, j such Kontraktionen sind. Dann gilt: 
(i) Die Konvergenzmenge %(S,) der Folge (S,) ist ein abgeschlossener 
Austausch- Unterraum von E. 
(ii) Die Konvergenzmenge V(S,) ist torsion&morph zu einem abge- 
schlossenen Vektorunterverband von E. 
(iii) Enthiilt die Konvergenzmenge %?(S,) ein positives Element u mit der 
Eigenschaft, daJ V(S,) d in em von u erzeugten Hauptband E, enthalten ist, so ist 
%(S,,,) ein abgeschlossener Vektorunterverband van E. 
Beweis. Es seien S bzw. p die der Folge (S,) bzw. (I S,, 1) zugeordneten 
Operatoren aus 9(P(E, 8). Da die folgenden Beweisschritte ganz ahnlich wie 
die von Theorem 4 verlaufen, wollen wir uns jetzt etwas kiirzer fassen. Wir 
behalten die Bezeichnungen des 1. Abschnitts bei. 
2% (i): Es sei x, y E V(S,) und 0.B.d.A. x # 0. Nach Lemma 7 gilt 1 x /, / y 1 E 
‘+?(I S, I). Da die Operatoren j S, / positive Kontraktionen sind, ist g(I S, I) 
ein abgeschlossener Vektorunterverband von E. Es ist also inf(n j x /, 1 y I) E 
g( I S, I) fiir alle n E N. Aus der Darstellung PZ( 1 y I) = lim,,, inf(n / x /, 1 y 1) 
ergibt sich dann sofort PZ(l y 1) E U(( S, I). Nach Lemma 7 erhalten wir somit 
Sx = @x, p j x 1 = @ I x 1 und I@‘,( 1 y I)) = @(PZ( /y I)). Da 0 ein Verbansd- 
homomorphismus ist, gilt / @x 1 = @ I x /. Es ist also I Sx / = @ 1 x I. 
Nun betrachten wir in E bzw. 8 die Hauptideale El,1 bzw. 8,1,1 und identi- 
fizieren sie in der gewohnten Weise mit Banachverbanden C(X) und C(Y). 
Aufgrund der Positivitat von f gilt F(El,i) C &lri . Da 1 S,X 1 < i S, / / x 1 
fiir alle x E E ist, gilt such ( Sx I < p I x I fur alle x E E. Es ist also such 
$I$,,) C &lZ1 . FaBt man die Einschrinkungen von S und p auf El,\ als 
lineare Abbildungen von C(X) nach C(Y) auf, so erftillen sie die im Lemma 3 
angegebenen Bedingungen. Bezeichnet fit die dem Element x bei der kanonischen 
Identifizierung entsprechende Funktion aus C(X), so gilt namlich: 
(a) p ist positiv. 
(/I) Fex = ey . 
(y) 1 Sf I < p /f I fiir alle f E C(X). 
(6) lsfzl =eymit/f,I =e,. 
Nach Lemma 3 besitzt daher die Einschrankung von s die Darstellung 
3 = M3r, 0 p 0 M,,, . 
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Nun betrachten wir die im 1. Abschnitt angegebene Torsion U, . Dann ist der 
entsprechende Operator 0, E Y(e) such eine Torsion auf 2. Es sei 
V::=Oz~f’~U;l. Danngilt Vx=@x, IVzI<f’/zj fiirallezGEund 
V(EI,I) C I?,,,, . Da die vorhergehende Darstellung von s mit Hilfe von Lemma 3 
eindeutig ist, stimmt die Einschrankung von 3 auf El,1 mit der Einschrankung 
des Operators o,o F D U;’ iiberein. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies dann such 
auf dem von x erzeugten Hauptband El,, . 
Aus %~#‘AY IN = Udpz(l~ IN und ~@‘A Y I)> = @V’dl Y IN folgt 
nun 
= ~m~~(I Y IN) = @(Uz(Pz(I Y IN) 
= @P(SkWz(l y I))). 
Es ist also Signs(PZ( 1 y I)) E %(S,). 
Zu (ii): Es sei (xJolpA ein maximales, orthogonales System in der Konvergenz- 
menge %(S,J. Ferner sei U diejenige Torsion auf E, welche im Beweis von 
Theorem 4(ii) mit Hilfe der Torsionen U%, konstruiert worden ist. Auf dieselbe 
Weise, wie wir gezeigt haben, da13 der Operator ,!? auf dem Band {q,}‘” mit 
OZ. 0 Y? 0 U;i iibereinstimmt, erhalt man such sofort, da13 ,!? auf {xU}ll mit 
dem Operator 0 0 rf 0 U-l identisch ist. Es IaDt sich daher die Einschriinkung 
von ,!? auf das von V(S,) erzeugte Band ‘Z(S,)ll in der Form .!? = 0 0 If o U-1 
darstellen. Ferner gilt 0 0 Q, = @ 0 U. Setzen wir P := %‘( I S, I) n U(S,)ll, 
so ist P ein abgeschlossener Vektorunterverband von E mit U(p) = 27(&J, 
d.h. %(S,,) ist torsionsisomorph zu dem abgeschlossenen Vektorunterverband P. 
Zu (iii): In diesem Fall stimmt die Einschrankung von 3 auf das Band %?(S,)~‘- 
mit ??’ tiberein. Es ist daher V(S,) = fl. Q.E.D. 
9. SATZ. Es sei E ein abstrakter (L)-Raum und (T,) eine Folge &nearer 
Kcmtraktionen auf E. Dann gelten die Aussagen (i)--(iii) van Theorem 8. 
Beweis. Die Norm eines AL-Raumes ist gleichmtiig monoton, und jede 
Kontraktion besitzt einen Absolutbetrag, welcher such eine Kontraktion ist. 
Die Aussage folgt daher sofort aus Theorem 8. 
Wir wollen bemerken, da13 aufgrund von Theorem 8(iii) der vorhergehende 
Satz das folgende Ergebnis von Berens-Lorentz [4] enthalt: 
Es sei (X, a, p) ein endlicher MaBraum mit r(X) = 1. Ferner sei (T,,) 
eine Folge von Kontraktionen auf dem Raum U&X, .%Y’, p) mit lim,,, T,,e, = e, 
in L1. Dann ist die Konvergenzmenge der Folge (r,) ein abgeschlossener 
Vektorunterverband von L1. 
Wir wollen die Arbeit mit einem Beispiel aus einem a-endlichen MaBraum 
schlieBen. 
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10. SATZ. Es sei (S,) eine Folge linearer Kontraktionen auf dem Lebegue- 
Raum Ll(Iw). Ferner gelte lim,,, S, pi = pi fiir die beiden Funktionen pi(x) : = 
xie& (; = 0, 1 und x E [w). Dann gilt lim,,, S,f = f fiir alle f E Ll(Iw). 
Beweis. Die Funktion p,,(x) = e& ist ein quasi-innerer Punkt des 
AL-Raumes Ll(Iw). Nach Satz 9 und Theorem 8(iii) ist die Konvergenzmenge 
%‘(A’,) ein abgeschlossener Vektorunterverband von Ll(Iw). Es geniigt daher 
zu zeigen, daf3 der von den Funktionen p, und p, erzeugte abgeschlossene 
Vektorunterband H (d.h. der kleinste abgeschlossene Vektorunterverband 
von L’(R), welcher p, und p, enthalt) der ganze Raum Ll(Iw) ist. 
Es sei 01, j3 E R und 01 < /I. Wir betrachten die Funktionen 
p=(x) := (x - a) e-“’ fur x>oc 
:= 0 fur x<a 
und 
PO(x) := (-x + /I) e-“’ fur X </3 
.- .- 0 fur x >, j3. 
Dann gilt p, , pa E H, pasB := inf( p, , pa> E H, (c+B) = lx E R: P,,,(X) > 01 und 
p,,,(x) = 0 fi.ir x 6 (01, P). 
Es sei nun [a, b] (a < b) ein beliebiges abgeschlossenes Interval1 in aB. 
Mit Hilfe der von Kakutani stammenden Charakterisierung abgeschlossener 
Vektorunterverbinde von C(X) 1aBt sich leicht zeigen, daR der von der Familie 
t PC&B : a < CY, < /3 < b) erzeugte Vektorunterverband dicht in dem Teilraum 
Ll[a, b], := {fEU(IW): f = 0 auBerhalb [a, b]} (!Z H) ist. Hieraus folgt dann 
sofort H = Ll(Iw). Q.E.D. 
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